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融合数据内部变化信息的丰度估计算法

袁静1,2，章毓晋1

1. 清华大学 电子工程系，北京 100084;

2. 防灾科技学院，廊坊 065201

摘  要：丰度估计(AE)是从高光谱图像中识别地物的关键预处理技术。由于线性模型的可解释性以及数学上的可

操作性，基于该模型的线性回归技术CLR(Constrained Linear Regression)在丰度估计中受到了广泛关注。目前，

该方法仅仅考虑到了估计数据与被估计数据之间的能量相似性，没有考虑数据内部的变化信息之间的相似性，

比如一阶梯度之间的相似性以及二阶梯度之间的相似性。为了提高丰度估计精度，本文提出了融合数据内部变

化信息的稀疏低秩丰度估计算法。首先通过增加一阶梯度和二阶梯度的约束项改进传统的丰度估计的数学模

型。其次，通过采用范数不等式和优化理论证明了在约束条件下，该模型的有效性及该模型在相关领域的可拓

展性。接着，采用辅助变量将改进的数学模型变为增强拉格朗日函数。最后，采用交替双向乘子技术

ADMM(Alternating Direction Method of Multipliers)求解该模型并估计高光谱图像的丰度。经仿真实验和实际高光

谱图像的实验证明该方法能够改善仿真数据和实际高光谱数据的丰度估计的效果，特别是当端元的丰度存在丰

富的变化细节时，丰度估计的精度和抗噪性能均优于当前较流行的丰度估计算法。

关键词：丰度估计，CLR，变化信息，稀疏低秩，ADMM
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1    引　言

高光谱遥感因其在行星探测，精准农业，军

事目标识别，森林研究，目标探测等方面的广泛

应用而倍受关注Rosin(2001)。近年来，它被广泛

应用于环境监测。但由于其空间分辨率较低，可

能导致高光谱图像中的每个像元同时包含了多个

地面微小物质的光谱信息，该像元被称为混合像

元，该物质被称为端元。大量的混合像元阻碍了

高光谱的应用(Bioucas-Dias 等，2012)。如何从混

合像元中区分存在哪些端元(端元提取)和每种端元

在混合像元中所占的比例(丰度估计)是高效地完成

地物识别和分类的关键技术，称之为光谱解混技

术(Bioucas-Dias 等，2012)。地面的多样性和复杂

性增加了端元提取的难度。为了避免不准确地端

元提取给丰度估计带来不可靠的估计效果，随着

地物波谱库(端元谱库)的不断丰富，稀疏解混方法

ℓ0 ℓ0

ℓ0 ℓ1

越来越受到业界的关注(Feng 等，2016；Iordache
等，2011)。稀疏解混的目标是在已知端元谱库的

基础上估计各个端元的丰度，也叫丰度估计。其

前提假设是混合光谱可以表示为多个纯端元光谱

的线性组合(Iordache 等，2011；Candès 等，2006)。
一般情况下已知的端元谱库含有大量纯端元光谱

信息，从中选择若干个端元的光谱谱逼近混合像

元的光谱，将导致丰度稀疏性，所以该方法被称

为稀疏解混或稀疏丰度估计。丰度估计的目的是

确定混合像元中存在哪些端元以及每个端元所占

的比例(丰度)。Candès等(2006)通过为丰度矩阵施

加 范数表示其稀疏性。求解含有 范数的数学模

型属于NP-hard问题。Iordache等(2011)证明:在有限

等距性质RIP(Restricted Isometry Property) 条件

下，将 范数松弛到 范数是合理可行的。该结论

为在多项式时间内优化求解含有稀疏性约束的数

学模型提供了可靠的理论依据。Theme l i s等
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(2010)将  范数的稀疏性约束应用于光谱解混，有

效的改善了丰度矩阵估计的效果。Qian等(2011)
通过实验证明在表达稀疏性方面，  范数比 范

数性能更佳。Sigurdsson等(2014)和Chen等(2013)
将 范数推广到，通过实验证明 范数

在表达稀疏性性能方面比 范数更加有效，如何

确定 范数的p的值是个难题。Zhu等
(2014a)提出了基于数据引导的选择p的方法， 范

数项在 是不可微的，其数值误差会影响精度

和收敛性。为了改善 范数的解的不稳定性，提高

对噪声的鲁棒性，Tang等(2014)提出了逼近 范数

的数学表达方法，通过实验证明其比 范数更有

效，但需要较高的计算复杂度。Qu等(2014)和
Sun等(2016)提出了用逼近 范数的方法来修改丰

度的稀疏性表达，改善了稀疏丰度估计的效果。

另一方面，Themelis等(2012)和Rontogiannis等
(2013)假设稀疏性丰度向量服从高斯先验或伽马先

验分布，开展了在贝叶斯框架下对丰度进行估计

的研究。

ℓ2,1

上述研究工作均是以光谱域的先验知识为基

础，下面将介绍以空间域的先验知识为基础的研

究工作：Qu等(2014)和Iordache等(2014)认为同质

区域的混合像元的光谱具有很高的相似性, 其相应

的丰度矢量具有很高的相关性。Qu等(2014)认为处

于局部邻域的混合像元一般是由相同的地物构

成。该性质表明丰度矩阵的列具有线性相关性，

可由低秩矩阵做近似估计。另外， Iordache等
(2014)认为丰度矩阵列的相关性可由行的稀疏性进

行表示, 通过为丰度矩阵的行施加 范数进行协同

稀疏性约束，该方法被称为协同稀疏高光谱解混

算法CLSUnSAL(Collaborative Sparse Unmixing via
variable Splitting and Augmented Lagrangian)。
Giam-pouras等(2016)在基于局部解混方法的基础

上，通过为丰度矩阵增加低秩和稀疏性约束提出

了交替方向稀疏低秩解混算法ADSpLRU(Alternating
Direction Sparse and Low-Rank Unmixing)。

Yang等(2016)利用稀疏编码的去噪功能提出了

融合去噪过程和稀疏解混的丰度估计算法CHyDU
(Coupled HSI Denoising and Unmixing)。提高了丰

度估计的鲁棒性, 其代价是需要大量的计算时间。

Yi等(2017)将超分辨重建技术的优势和光谱解混的

优势进行融合提出联合高分辨重建与稀疏解混的

新算法JHSr-Un(Joint Hyperspectral Superres-olution

and Unmixing)。该算法同时提高了超分辨重建和

光谱解混的鲁棒性。

此外，根据信号处理和机器学习文献(Richard
等 ,   2 0 1 2；Oymak等 ,   2 0 1 5；Go l b a b a e e和
Vandergheynst, 2012；Richard等, 2014；Chen和
Huang, 2012)和低秩矩阵估计技术(Bach，2008；
Bioucas-Dias等, 2012；Negahban和Wainwright，
2011; Babacan等，2012)的逆理论, 交替方向乘法

ADMM(A l t e r n a t i n g  D i r e c t i o n  Me t h o d   o f
Multipliers)技术在丰度估计的求解中具有方便快捷

的优点(Boyd等，2011)。

L×5×5

上述方法存在的问题是：数学模型中考虑了

估计数据与被估计数据之间的能量相似性，没有

考虑数据内部的变化信息之间的相似性；比如一

阶梯度之间的相似性以及二阶梯度之间的相似

性。观察图1所示的线性混合过程。通过截取光谱

数据中 红色子区域TY，发现其空间维具有

一阶梯度结构和二阶梯度结构，这些梯度均反映

了数据内部的变化信息。在丰度图中截取相应的

子区域TW，发现TW的空间维存在一阶梯度和二

阶梯度(图1)。数据内部的变化信息指的是数据随

着空间位置产生的变化。变化信息包括一阶梯度

和二阶梯度。袁静和章毓晋(2017)虽然初步考虑到

了一阶梯度之间的相似性信息并应用到自编码神

经网络，但未给出详细的分析和说明。袁静等

(2018)将内部变化定义为某种差分形式，提出了融

合空间维的差分结构的交替方向稀疏和低秩分解

算法，并经数学证明了其在增强回归算法中的有

效性。但没有同时考虑空间维的二阶梯度形式的

结构信息。因此，本文在稀疏低秩线性回归算法

(Giampouras 等，2016；袁静 等，2018)的基础上,
提出了融合数据内部变化信息的线性回归算法。

本文的创新性体现在以下几个方面：

(1)通过利用一阶梯度和二阶梯度改进了(袁
静，2017b) (Giampouras 等，2016)的数学模型。提

出同时融合一阶梯度和二阶梯度的带约束的线性

回归方法，称为二阶增强的带约束的回归算法

FSOECLR(The First and Second Order Enhanced
Constrained Linear Regression algorithm)。

(2)通过相关数学理论证明FSOECLR的有效性

以及在相关领域的可拓展性。将改进的线性回归

模型应用于高光谱的丰度矩阵估计领域, 并推导出

采用ADMM技术求解改进模型的方法。
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图 1    变化信息与高光谱数据

Fig. 1    Internal variability and mixed spectrum

2    融入变化信息的有效性证明

Y设已知观测数据矩阵 以及其生成模型如下

Y =ΘW+E (1)

θ

∥·∥F F

在已知数据矩阵 ,  叠加噪声E和约束条件

f(W)的前提下, 估计W矩阵被视为CLR问题。设

表示矩阵的 范数。

Y W从 中求解 视为带约束的线性回归问题，被

描述为

P1 : argmin
w
||Y−ΘW||2F + f (W) (2)

P2融入一阶梯度差异信息后数学模型 (袁静 等,

2018)

P2 : argmin
w
||Y−ΘW||2F +β||Y M−ΘW M||2F + f (W) (3)

M(·) O(·)
O(·) = M(M(·))

式中,  是一阶梯度操作符,  是二阶梯度操作

符。 后续将介绍操作符的详细定义。

P2

P3

采用二阶梯度改进数学模型 后 ,  得数学模

型

P3 : argmin
w
||Y−ΘW||2F +β||Y M−ΘW M||2F+

η||YO−ΘWO||2F + f (W)
(4)

β ∈ R+ η ∈ R+式中, 参数 和 分别表示对一阶梯度和二

阶梯度信息的重视程度。则3个数学模型的目标函

数分别是

Jp1(W) = ||Y−ΘW||2F + f (W)

Jp2(W) = ||Y−ΘW||2F +β||YW−ΘW M||2F + f (W)

Jp3(W) =||Y−ΘW||2F +β||Y M−ΘW M||2F+
||YO−ΘWO||2F + f (W) (5)

证明过程如下:

||AB||F ⩽ ||A||F ||B||F
(1 )  观察数学模型P 1和数学模型P 2。根据

(张贤达, 2013), 可得

β||Y M−ΘW M||2F ⩽ β||M||2F ||Y−ΘW||2F (6)

||Y−ΘW||2F + f (W)不等式(6)的两边同时加上

||Y−ΘW||2F + f (W)+β||Y M−ΘW M||2F ⩽
||Y−ΘW||2F + f (W)+β||M||2F ||Y−ΘW||2F (7)

JP2式(7)的左边是目标函数

将式(7)的右边重新整理可得

(1+β||M||2F)||Y−ΘW||2F + f (W) (8)

JP12 = (1+β||M||2F)||Y−ΘW||2F + f (W)令

P12则有模型

P12 : argmin
w

(1+β||M||2F)||Y−ΘW||2F + f (W) (9)

根据不等式(7), 可得

JP2 ⩽ JP12 (10)

× 1
1+β||M||2F

P12

P13

式 ( 9 ) ,  得到与 等价的数学模

型

P13 : argmin
w
||Y−ΘW||2F +

1
1+β||M||2F

f (W) (11)

其目标函数

JP13 (W) = ||Y−ΘW||2F +
1

1+β||M||2F
f (W)

JP13 (W)观察 表达式，可得：

JP13 (W) ⩽ JP1 (W) (12)

根据不等式(10), (12)以及模型P12与模型P13等

价, 有
结论1　数学模型P2优于数学模型P1。

O = M×M ||AB||F ⩽ ||A||F ||B||F
( 2 )观察数学模型P 2和数学模型P 3 :  其中

。根据  (张贤达, 2013),
可得

η||YO−ΘWO||2F = η||Y MM−ΘW MM||2F ⩽
η||M||2F ||Y M−ΘW M||2F ⩽
η||M||2F ||M||2F ||Y−ΘW||2F (13)
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即

η||YO−ΘWO||2F ⩽ η||M||2F ||M||2F ||Y−ΘW||2F (14)

不等式(14)两边同时加上

||Y−ΘW||2F +β||Y M−ΘW M||2F + f (W)

得

||Y−ΘW||2F +β||Y M−ΘW M||2F + f (W)+

η||YO−ΘWO||2F ⩽
||Y−ΘW||2F +β||Y M−ΘW M||2F + f (W)+

η||M||2F ||M||2F ||Y−ΘW||2F (15)

⇒则重新整理不等式(15)的右边项

||Y−ΘW||2F +β||Y M−ΘW M||2F + f (W)+

η||YO−ΘWO||2F ⩽
(1+η||M||2F ||M||2F)||Y−ΘW||2F+
β||Y M−ΘW M||2F + f (W) (16)

JP3 (W)

观察式(16)小于号左边的表达式, 是数学模型

P3的目标函数 。

JP22 (W)

观察式(16)小于号右边的表达式, 是下列数学

模型P22的目标函数 。

P22 : argmin
w

(1+η||M||2F ||M||2F)||Y−ΘW||2F+

β||Y M−ΘW M||2F + f (W) (17)

根据不等式(16)得出

JP3 (W) ⩽ JP22 (W) (18)

× 1
1+η||M||2F ||M||2F
⇒

式(17) , 得到与P22数学模型等

价的数学模型P23

P23 : argmin
w
||Y−ΘW||2F +

1
1+η||M||2F ||M||2F

||Y M

ΘW M||2F +
1

1+η||M||2F ||M||2F
f (W) (19)

1
1+η||M||2F ||M||2F

⩽ 1
1

1+η||M||2F ||M||2F
⩽ 1由于 , 

观察

JP2 (W) Jp23(W) ⩽ JP2 (W)表达式, 得:
根据不等式(18), (20)以及模型P23与模型P22等

价, 有
结论2　数学模型P3优于数学模型P2。

综合结论1与结论2, 有
结论3　数学模型P 3优于数学模型P 2 ,  数学模

型P1。
∂JP1 (W)
∂W

= 0⇒(3) 观察W的变化。由

W =Θ−1Y+ (ΘTΘ)−1 f ′(W) (20)
∂JP2 (W)
∂W

= 0⇒由

W =Θ−1Y+ (ΘTΘ)−1 f ′(W)(1+MMT) (21)
∂JP3 (W)
∂W

= 0⇒由

W =Θ−1Y+ (ΘTΘ)−1 f ′(W)(1+MMT+OOT) (22)

Y =ΘW

由式(20)、(21)、(22)可知3个不同的目标函数

中的W的变化是不同的。同时可得到当 的

时候或者约束条件不存在的时候模型P2和P3将退化

到P1模型。

Y =ΘW

结论4　P3模型的估计值优于P2模型的估计值, P2模

型的估计值优于P1模型的估计值。因此, 融合一阶

梯度的线性回归算法(P2)的精度优于传统的线性回

归算法(P1);而融入一阶梯度和二阶梯度的线性回归

算法(P3)精度优于传统线性回归算法(P1)和仅含有

一阶梯度的线性回归算法(P2)。当 的时候或

者约束条件不存在的时候模型P2和P3将退化到P1

模型。

3    基于滑动窗的稀疏低秩的丰度矩
阵估计算法

Θ = [Θ1,Θ2, · · · ,ΘN]

Θi

(K = k× k) k× k

k = 3

Y = [y1, y2, · · · , ym] L×K

ym(m = 1,2, · · · ,K)

Giampouras等(2016)提出基于滑动窗的丰度矩

阵估计问题, 并阐述稀疏低秩丰度估计的算法原

理。假设有L波段的高光谱图像, 图像中的每个像

元由N个端元组成。用 表示含有

N个端元的谱库, 其中 , i=1, 2, ···, N, 表示第i个端

元的谱。解混框架如图2所示:定义一个含有K个相

邻像素 的滑动窗 ,  滑动窗的大小是 ,
( G i ampou r a s  等 ,   2 0 1 6 ) ,  本文选择 。用

表示 的观测光谱矩阵, 矩阵的

每一列  表示每个混合像元的L个
波段的光谱数据。其线性混合模型(Linear Mixed
Model, LMM)描述如下

Zt+1
6 = Zt

6− (ΘWt+1W+ γt+1
6 ) (23)

式中, W和E分别表示丰度和噪声。根据物理涵义,
丰度矩阵具有非负性以及归一性(丰度矩阵每列数

据的和为1)(Bioucas-Dias 等, 2012)。其数学描

述为

W > 0.1TW = 1T (24)
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图 2    基于滑动窗的稀疏低秩丰度估计原理(Giampouras,
2016)

Fig. 2    Graphical illustration of the sliding window approach
of the proposed algorithms(Giampouras, 2016)

 
根据Giampouras等(2016)的结论:在稀疏性和低

秩性的前提假设下, 丰度矩阵归一性约束条件可以

忽略。估计丰度矩阵W的问题由稀疏低秩线性回归

方法实现, 其数学模型表示如下

Ŵ = argmin
w∈RN×k2

+

(
1
2
||Y−ΘW||2F +γ||W||1+τ||W||∗+ IR+ (W))

(25)

IR+ (W)

式中，γ、τ是丰度矩阵稀疏性和低秩性的正则化参

数。 表示丰度矩阵的非负性。

4    融合数据内部变化信息的稀疏低
秩丰度估计算法

4.1    数学模型

Giampouras等(2016)提出的稀疏低秩丰度矩阵

估计算法的数学模型没有考虑数据内部的变化信

息, 而袁静等(2018)仅仅考虑了一阶差分的信息。

根据图1以及第二节的证明, 本文对式(26)所表达的

数学模型做如下改进。

(1)本文用一阶梯度代替文献(袁静 等, 2018)中
的一阶差分, 为融入一阶梯度信息的丰度矩阵估计

重建数学模型PFG。

(PFG)Ŵ =argmin
w∈RN×k2

+

(
1
2
||Y−ΘW||2F+

γ||W||1+τ||W||∗+
1
2
β||Y M−ΘW M||2F + IR+ (W)) (26)

3×3

式中，M表示一阶梯度算子。本文采用滑动窗的稀

疏低秩丰度估计策略(Giampouras等，2016)，其窗

口大小为 。即Y含有9个像素点。M的每一列计

算的是像素维的梯度方向，其定义如下

M =



2 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 2 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 2 0 0 0 0 0 0
−1 0 −1 2 0 0 0 0 0
0 −1 0 −1 2 0 0 0 0
0 0 −1 0 −1 2 0 0 −1
0 0 0 −1 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 −1 0 −2 2 −1
0 0 0 0 0 −1 0 −1 2


本文用ADMM技术求解融入一阶梯度信息后的数

学模型, 并称之为融合像素维的一阶梯度结构的交

替方向稀疏低秩解混算法ADSpLRU-FOG(Alternating

Direction Sparse and Low-Rank Unmixing With First-

Order Gradient)。

(2)采用二阶梯度进一步改进上述数学模型。

并重建数学模型PFSG。

(PFS G)Ŵ = argmin
w∈RN×k2

+

(
1
2
||Y−ΘW||2F +γ||W||1+τ||W||∗+

1
2
β||Y M−ΘW M||2F +

1
2
β||YO−ΘWO||2F + IR+ (W))

(27)

式中，O表示二阶梯度算子。O=M×M  采用

ADMM求解该模型, 称之为融合像素维的一阶和二

阶梯度结构的交替方向稀疏低秩解混算法

ADSpLRU-FSOG(Alternating Direction Sparse and

Low-Rank Unmixing With First-Order and Second-

Order Gradient)。

4.2    求解改进的数学模型PFSG

用ADMM算法求解数学模型PFSG的过程是。

首先通过引入辅助矩阵变量, 将数学模型PFSG重新

描述为

(PFS G2) :
minγ1,γ2,γ3,γ4,γ5,γ6{

1
2
||γ1−Y||2F +γ||γ2||1+

τ||γ3||∗+ IR+
(
γ4

)
+β

1
2
||γ5−Y M||2F+

η
1
2
||γ6−YO||2F}

s.t.γ1−ΘW = 0,γ2−W = 0,γ3−W = 0
γ4−W = 0, γ5−ΘW M = 0,
γ6−ΘWO = 0

(28)

构造模型PFSG的增强拉格朗日函数
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L2(W,γ1,γ2,γ3,γ4,γ5,γ6) =
1
2
||γ1−Y||2F +γ||γ2||1+

τ||γ3||∗+ IR+ (γ4)+β
1
2
||γ5−Y M||2F+

η
1
2
||γ6−YO||2F + tr[ZT

1 (γ1−ΘW)]+ tr[ZT
2 (γ2−W)]+

tr[ZT
3 (γ3−W)]+ tr[ZT

4 (γ4−W)]+

tr[ZT
5 (γ5−ΘW M)]+ tr[ZT

6 (γ6−ΘWO)]+
µ

2
(||ΘW− γ1||2F + ||W− γ2||2F + ||W− γ3||2F+

||W− γ4||2F + ||ΘW M− γ5||2F + ||ΘWO− γ5||2F)
(29)

采用ADMM算法求解模型PFSG, 由于增加了

O的表达式 ,  使得求解W的过程发生变化 ,  总结

如下

J t =ΘTγt
1+ γ

t
2+ γ

t
4+Θ

Tγt
5MT+ΘTγt

6OT

Ht =ΘTZt
1+ Zt

2+ Zt
3+ Zt

4+Θ
TZt

5MT+ΘTZt
6OT

Finv = (ΘTΘ+3IN)−1

A = −Finv(ΘTΘ); B = MT M+OTO
C = Finv× (Ht + J t)
Wt+1 = dlyap(A,B,Ct) (30)

dlyap(.)式中，t表示第t次的迭代； 表示关于矩阵

X的sylvester方程的解。sylvester方程的形式如下

γi(i = 1,2,

Z j( j = 1,2,3,4,5)

Zt
6

γt
6

γt
6

AXB-X+C=0(Lu，1986)辅助变量  3, 4,
5 )； 的迭代计算过程在论文 (袁
静，2017b)已经提出，本节不再复述。由于 ，

与新增加的一阶梯度的信息有关, 总结其迭代计

算方法如下：  的迭代公式

γt+1
6 =argmin

γt
5

(
L2(Wt+1,Υt+1

1 ,γ
t
2,γ

t
3,γ

t
4,γ

t
5,γ

t
6)
)
=

1
µ+2β

(2βYO+µΘWt+1O− Zt
6) (31)

Zt
6在 的更新过程中通过归一化拉格朗日乘数，

建立对偶问题后，采用梯度上升的方法实现

Zt+1
6 = Zt

6− (ΘWt+1O+ γt+1
6 ) (32)

其收敛条件与Giampoura s等 ( 2016 )和袁静等

(2018)一致。其他变量的迭代计算方法和迭代终止

条件与上类似。现将两个改进模型的算法统一整

理如算法1所示。

ADS pLRU −FOG(η = 0) ADS pLRU−
FS OG(η! = 0)

算法1　 和算法

的ADMM求解过程

输入　Y, Θ
t = 0 Finv= (ΘTΘ+3IN)−1 A=−Finv(ΘTΘ)设置： , M;O; ;  ;

B = MT M+OTO;
W0,γ0

1,γ
0
2,γ

0
3,γ

0
4,γ

0
5,γ

0
6,Z

0
1,Z

0
2,Z

0
3,Z

0
4,Z

0
5,Z

0
6初始化: 

Repeat
Jt =ΘTγt

1+ γ
t
2+ γ

t
4+Θ

Tγt
5 MT+ΘTγt

6OT Ht=ΘTZt
1+Zt

2+

Zt
3 Zt

4+Θ
TZt

5 MT+ΘTZt
6OT

; 
+

C = Finv∗ (Ht + J t) Wt+1 = dlyap(A,B,Ct)

γt+1
1 =

1
µ+1

(Y+µΘWt+1− Zt
1)

； ；

；

γt+1
5 =

1
µ+2β

(2βY M+µΘWt+1− Zt
5)

γt+1
6 =

1
µ+2η

(2ηY M+µΘWt+1O− Zt
6)

;

;

γt+1
2 = S HRγ(µWt+1− Zt

2) γt+1
3 = S VTτ(µWt+1− Zt

3)

γt+1
4 =

∏
R+(µWt+1− Zt

4)

; ;
;

Zt+1
1 = Zt

1−ΘWt+1+ γt+1
1 Zt+1

i = Zt
i −ΘWt+1+ γt+1

i , i = 2,

3,4 Zt+1
5 = Zt

5− (ΘWt+1 M+ γt+1
5 )

;
； ；

Zt+1
6 = Zt

6− (ΘWt+1O+ γt+1
6 );

直到: 收敛。

Ŵ =Wt+1输出　

式中，SHR(·)表示软阈值操作函数, 是稀疏约束的

数值计算方法(Iordache 等, 2012)。SVT(·)是用于优

化低秩约束的数值计算方法 (G iampoura s  等 ,
2016)。

5    实验与分析

为了评价本文提出的融合变化信息的稀疏低

秩丰度估计算法(ADSpLRU-FSOG), 分别针对1个
仿真数据和两个真实高光谱遥感数据开展相关实

验。并与CHyDU算法(Yang 等, 2016), ADSpLRU算

法(Giampouras 等, 2016)算法和ADSpLRU-FOG算

法(袁静 等, 2018)进行比较。其中ADSpLRU算法,
ADSpLRU-FOG算法和ADSpLRU-FSOG算法均为

基于3×3的滑动窗的局部算法。CHyDU算法属于同

时考察整幅光谱图像的全局算法。

9×9

224×50 Θ

50×81(9×9 = 81)

(1)高光谱仿真数据库1。首先确定空间维的混

合像元的数量是 。然后, 从USUG(Clark 等,
2007)库中随机选N个端元(N=50), 每个端元有224个
波段的光谱信息 ,  将50个端元的光谱信息组成

的端元库 。根据Giampouras等(2016)提供

的方法生成稀疏度为20%的 ,  秩为2的丰度矩阵

W(稀疏度20%说明矩阵W中含有20%的非零元

素 )。丰度矩阵W维度是 。采用

LMM混合模型叠加不同信噪比的白噪声和彩色噪
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声生成观测光谱数据Y。信噪比SNR(Signal Noise
Ratio)的选择值是[10dB, 15dB, 20dB, 25dB, 30dB,
35dB, 40dB]。每个信噪比生成10个不同的观测光

谱数据。每个数据的维度是224×81(“81”表示的是

仿真观测光谱数据的空间维度是9×9)。
(2)实际高光谱数据1-Urban。高光谱图像数据

Urban，307×307个像元，每个像元对应的是2 m的

地表区域。每个像元的光谱波段是210个，谱分辨

率是10 nm。由于水蒸气和空气的影响，删除了波

段1—4，6，87，101—111，136—373，198—
210的数据。Zhu等(2014b)对原始的Urban数据进行

处理后，得到含有162个波段的高光谱数据，该数

据中含有6种不同的地物：“#泥土”，“#金属”，
“#房屋”，“#树木”，“#草地”和“#柏油马路”。其端

元光谱库含有该六种地物在162个波段下的光谱数

据。该数据通过人工解译和基本的解混算法提供

了参考丰度。为了验证本文算法，本文截取30×30
的空间长方形区域。起始坐标(150, 150)。数据维

度198×900(“900”表示的是观测光谱数据的空间维

度是30×30)。

198×
30×30

(3)实际高光谱数据2-JasperRidge库。高光谱图

像数据JasperRidge是流行高光谱数据 (Zhu 等，

2014b)。有512×614像素。有224个波段。光谱分辨

率高达9 . 46   nm。由于图像太复杂，Zhu  等，

(2014b)截取100×100像素的子图像。由于水蒸气和

大气效应密集，保留了198个通道。数据中含有

4个端元成分：“#路”，“#土壤”，“#水”和“#树”。
该数据通过手工选取端元和基本的解混算法提供

了参考丰度。为了验证本文算法，本文截取了30×30
的子图像。坐标始于 ( 1 0 ,   1 0 )。数据维度是

900(“900”表示的是观测光谱数据的空间维度

是 )。

首先给出CHyDU算法 (Yang  等，2016)，

ADSpLRU算法(Giampouras 等，2016)，ADSpLRU-

FOG算法(袁静 等，2018)，ADSpLRU-FSOG算法

的时间消耗实验和评价指标说明。然后从实验参

数设置，实验步骤等方面阐述实验过程，并针对

实验结果进行分析和讨论。

5.1    时间消耗实验

本实验的运行平台环境如下：CPU配置：8个
CPU；型号为Intel Coe i4；内存：16 G。

仿照Giampouras等(2016)和袁静(2017b)的局部

解混思想。针对仿真库1中的数据, 采用9×224的滑

动窗(“9”意味着3×3的滑动窗的大小)对81×224的混

合像元(“81”指的是仿真观测光谱数据的空间维度

是9×9)进行丰度估计并统计所消耗的时间，其中，

最大迭代次数是9000次(共需要9个滑动窗口，每个

滑动窗口的最大迭代次数1000次)，计算每迭代一

次的平均消耗的时间(表1)。该表格说明ADSpLRU

算法的计算速度最快，大约为 0 . 4 8 8   m s；

ADSpLRU-FOG算法的计算速度为4.6 ms，比

ADSpLRU算法的计算时间长，其原因是计算

ADSpLRU-FOG模型的过程中增加了一阶梯度信息

的优化过程。ADSpLRU-FSOG算法的计算速度是

5.3 ms，其原因是求解ADSpLRU-FSOG模型的过

程中增加了一阶梯度和二阶梯度信息的约束项。
 

表 1    计算时间比较

Table 1    Running time comparison

算法 CHyDU ADSpLRU
ADSpLRU-

FOG
ADSpLRU-

FSOG
时间/s 531.3769 3.7116 33.8919 38.8363

迭代次数 5528 7608 7326 7209

时间/每次/ms 96.1 0.488 4.6 5.3

 

与局部解混思想不同的是，CHyDU算法是全

局解混算法。其时间消耗高达96.1 ms。该算法需要

进行字典学习以达到去噪目的，因此，其时间消

耗最大。

总之，融入变化信息的丰度估计算法比

ADSpLRU算法的时间消耗更多，但比CHyDU算法

更节省时间。

5.2    评价指标

关于丰度估计的评价指标，文献(Iordache M

D，2012)指出信号重建误差SRE(Signal Reconstruction

Error)更能准确地评估丰度估计的性能，建议采用

SRE代替均方根误差RMSE(Root Mean Square

Error)。因此，本文采用SRE评价整体丰度估计效果；

用SRE s评价每个基本端元的丰度估计效果。

SRE是丰度真值的能量与估计的丰度误差能量之比

(Iordache等，2011)，其定义如下
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S RE = 10log10

(
||W||F

||W−W′||F

)
(33)

W′式中，W是丰度真值， 表示丰度的估计值。

SRE值越大意味着估计效果越佳。与式(34)类似,

SREs的定义如下

S RE = 10log10

(
||W||F

||W′−W′i ||F

)
(34)

Wi Wi
′式中， 表示第i个端元的参考丰度；  表示第

i个端元的估计丰度。

5.3    仿真实验

本节主要介绍融合信息变化差异的丰度矩阵

估计算法的各项性能。基于仿真库1开展收敛性、

抗噪性、参数影响3个方面的实验。

5.3.1    收敛性实验

NMSE(t) =
1
p

p∑
i=1

||Wt
i −Wi||2F
||Wi||2F

Wt
i

Wi

本次实验旨在探索改进算法在迭代过程中的

收敛性。由于ADSpLRU-FSOG算法属于滑动窗的

局 部 算 法 ， 则 仅 比 较 其 与 A D S p L R U算 法

(Giampouras 等，2016)和ADSpLRU-FOG算法(袁静

等，2018)的收敛性能。实验数据采用的是仿真库

1中被30dB的高斯白噪声污染的仿真数据，运行

10次，采用归一化的均方误差 NMSE(Normalized

Mean Square Error)作为度量收敛性能的指标。

该 指 标 定 义 如 下 ：

(Giampouras 等，2016)，式中， 是第i次实验的

第t次迭代的丰度矩阵的估计值， 是第i次实验的

丰度矩阵的真值，p =10.NMSE值越小意味着收敛效果

越佳。

实验结果(图3)说明含梯度信息的丰度估计算

法较好地改进了ADS p L RU算法的收敛性。

ADSpLRU-FSOG算法比ADSpLRU-FOG增加了二

阶梯度信息，所以其收敛性能最佳。
  

图 3    收敛性
Fig. 3    Convergent behavior

 

5.3.2    抗噪实验

γ

[10∧(−8,−4,−2)]

[0,10∧(−10 : 2 : 2)]

本次实验探索改进算法在噪声干扰下的抗噪

能力。针对仿真库1中高斯白噪声污染的观测光谱

数据，分别采用4种不同的丰度估计算法进行估

计，计算其平均SRE值。同理，针对由彩色噪声污

染的光谱数据，采用相同的实验过程和实验方

法。实验过程中涉及到参数如表2所示。由于对不

同的光谱图像进行稀疏低秩丰度估计时，使得估

计效果最佳的稀疏参数是不同的。稀疏参数的大

小会直接影响到估计丰度的梯度。因此，为了更

好地利用梯度信息，本实验采取的策略是让稀疏

参数 遍历参数集合，从中选择最佳的丰度估计结

果。同时, 为了缩短实验时间，采用3个参数组成

该参数集合 。此外，为了采用一阶

梯度和二阶梯度信息估计不同的光谱图像的最佳

丰度，需要不同的一阶梯度参数β和二阶梯度参数

η。因此，为了在丰度估计中更好地利用其一阶梯

度和二阶梯度，本实验采取的策略是让β和η遍历

参数集合 ，并选择最佳的丰度估

计结果。
 

表 2    参数设定
Table 2    Parameters setting

算法 γ τ µ β η τ0 η0 µ0 τ1

ADSpLRU [10∧(−8,−4,−2)]
1

8.5
δ 0.01 — — — — — —

ADSpLRU-FOG [10∧(−8,−4,−2)] 0.00001 0.01 [0,10∧(−10 : 2 : 2)] — — — — —

ADSpLRU-FSOG [10∧(−8,−4,−2)] 0.00001 0.01 [0,10∧(−10 : 2 : 2)] [0,10∧(−10 : 2 : 2)] — — — —

CHyDU [10∧(−8,−4,−2)] — 0.01 — —
1

8.5
δ δ1.15 1 20

　注：δ是观测光谱图像中高斯噪声的标准差。μ是算法模型的增强拉格朗日方程中的惩罚参数。该参数未出现在数学模型中。
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CHyDU为了说明表2与 算法模型的对应关系,
现给出CHyDU算法 (Yang 等, 2016)的数学模型{
Ŵ,X̂, D̂, {α̂i}

}
= argmin

W∈RN×PQ
+

(τ0||X−Y||2F+

I∑
i=1

(||RiX− Dαi||2F +η0||αi||1)+µ0||X||∗+

τ1||X−ΘW||2F +γ||W||1+ IR+ (W))
(35)

(1)高斯白噪声：该实验旨在比较ADSpLRU-
FOG算法、ADSpLRU-FSOG算法、ADSpLRU算法

和CHyDU算法在高斯白噪声环境下的抗噪性能

(图4)。经观察发现：ADSpLRU-FSOG算法优于其

他算法。分析原因如下：4种算法均具有去噪能

力，在稀疏解混过程中，CHyDU算法在稀疏性重

视程度上是一样的 (用相同稀疏参数)，而局部算法

的对整幅图的稀疏性重视程度是不同的(用不同的

稀疏参数)。所以局部算法优于CHyDU的全局算

法。此外，由于增加了一阶梯度信息，ADSpLRU-
FOG的丰度估计效果优于ADSpLRU。ADSpLRU-
FSOG算法强化一阶梯度和二阶梯度信息使得丰度

估计效果较优于其他算法。此外，发现在10dB的

时候，ADSpLRU-FSOG算法比ADSpLRU-FOG算

法稍微差些分析其原因是：此次实验中存在稀疏

性约束参数为0.01的情况，此时，改进算法与原始

算法效果几乎一致或较差；分析其原因：当稀疏

参数大时，稀疏性弱，为零的项应该较多，该情

况意味着其一阶梯度和二阶梯度减少，易受噪声

信息影响，使得改进算法的效果不够明显且容易

变差。
 
 

图 4    抗噪声实验(白噪声)
Fig. 4    Robust Experiment (white noise)

 

(2)有色噪声：在真实的高光谱图像中，破坏

数据的噪声往往比白噪声更加复杂。因此，为了

评估所提出的方法在实际条件下的抗噪性能，为

线性混合像元添加模拟的有色噪声(Giampouras

等，2016)。图5说明了对于不同的SNR值，改进算

法在SRE指标下的有效性。观察到ADSpLRU-

FOG算法和ADSpLRU-FSOG在整个信噪比范围内

比其他算法获得更好的结果。此外，与ADSpLRU-

FOG相比，ADSpLRU-FSOG的性能更好。该实验

结果说明了融合变化信息的丰度矩阵估计算法在

彩色噪声的干扰下具有较强的鲁棒性。且随着信

噪比的增加其抗噪能力更加明显。
 
 

图 5    抗噪声实验(有色噪声)
Fig. 5    Robust Experiment (colored noise)

 

5.3.3    参数η的实验

γ τ

η

η [0,10−8,10−7, · · · ,107]

Giampouras等(2016)讨论了参数 和 对稀疏性

与低秩性的影响。袁静等(2018)介绍了梯度结构算

子与β之间的趋势性关系。本实验主要讨论 与二

阶梯度之间的趋势性关系。实验中首先通过一阶

梯度矩阵计算某丰度矩阵真值的一阶梯度，然后

将该一阶梯度矩阵按照论文(袁静 等，2018)的方法

生成含有不同二阶梯度的观测光谱数据矩阵。最

后, 用ADSpLRU-FSOG算法从观测光谱数据中估计

丰度矩阵，计算评价指标NMSE(图6)。实验效果显

示 的变范围是  。

η

η

η

当 较小时 ,  ADSpLRU-FSOG算法退化为

ADSpLRU算法。不同颜色的曲线反映了在二阶梯

度增加或减小的情况下，NMSE随着 的变化过

程。在本次实验中，红色实线代表二阶梯度达到

最大时的效果，绿色线是二阶梯度减小时的效

果，通过对矩阵W的一阶梯度做平滑处理而得到。

从图中可以发现当二阶梯度变大时，存在某个有

效的 区域使得本文提出的ADSpLRU-FSOG算法明
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显优于ADSpLRU算法;同时发现当二阶梯度最小

时，如图6的绿色曲线从第8个参数的位置开始

NMSE值变大，这说明丰度估计的效果容易变差。

究其原因是当原图中二阶梯度信息太小，算法亦

容易将其视作噪声进行处理，此时干扰信息发挥

作用影响估计结果。

 
 

图 6    参η
Fig. 6    Parameter η

 

总之，二阶梯度越大其有效参数η区域越容易

获得。

5.4    效果可视化实验

5.4.1    基于仿真库1的可视化实验

本次实验通过可视化的方法检验改进算法在

丰度矩阵估计中的有效性。对仿真库1中由35dB的

高斯白噪声干扰的仿真数据进行丰度估计的结果

如图7所示。图8是图7的各个子图的一阶梯度。图9

是图7的各个子图的二阶梯度。各子图与相应的真

值图的相似性结果如表3所示。例如：行“图7”，列

“SREs(子图(a)，子图(b))”的值18.4922, 表示度量图

7(a)与图7(b)相似度的SREs值是18.4922。颜色栏反

映了颜色与丰度值之间的对应关系。值得注意的

是：在本实验中，有的丰度梯度图最大值是2，有

的丰度梯度的最大值是1.5。在显示过程中，前者

数值为2的区域与后者数值为1.5的区域的可视化效

果相同。为了更好的与真值进行可视化地比较并

凸出视觉差异，将所有的丰度的一阶梯度数据(含

真值数据)统一进行归一化处理，处理后的数据范

围是[0, 2]，并得到图8所示的效果。按照同样的方

法处理所有丰度的二阶梯度得到如图9所示的

效果。此外 ,  为了凸显差异 ,  采用椭圆形在图7、

图8、图9中的部分差异区域进行了标记。图7、

图8、图9和表3表明：ADSpLRU-FOG算法能保持

一阶梯度信息并改善传统稀疏低秩的丰度矩阵估

计的效果；ADSpLRU-FSOG算法能进一步地较好

地保持数据的一阶梯度和二阶梯度信息，改善丰

度矩阵的估计效果。此外，对比图7(c)，图7(d)和

图7(e)的标记区域发现：图7(e)的细节信息比图

7(d)的细节信息丰富；图7(d)的细节信息比图7(c)的

细节信息丰富。由此说明ADSpLRU-FSOG算法比

ADSpLRU -FOG算法提供更多的细节信息；

ADSpLRU-FOG算法比ADSpLRU算法提供更多的

细节信息。 
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图 7    不同估计算法的丰度图比较(高光谱仿真库1)
Fig. 7    Toy experiments on the abundance (Simulated Hyperspectral Images 1)

 

 
 

图 8    不同估计算法的丰度的一阶梯度图比较(高光谱仿真库1)
Fig. 8    Toy experiments on the first-order gradient of abundance (Simulated Hyperspectral Images 1)
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图 9    不同估计算法的丰度的二阶梯度图比较(高光谱仿真库1)
Fig. 9    Toy experiments on the second-order gradient of abundance (Simulated Hyperspectral Images 1)

 
 

表 3    图7、图8和图9的各子图与相应真值图相似度
Table 3    SRE between estimated data and ground truth data in

Fig. 7, Fig. 8 and Fig. 9

SREs(子图(a),
子图(b))

SREs(子图(a),
子图(c))

SREs(子图(a),
子图(d))

SREs(子图(a),
子图(e))

图7 18.4922 20.0227 22.3581 23.5581

图8 14.3485 13.9395 17.0965 18.5813

图9 15.4911 13.5238 17.0672 18.3925

 

5.4.2    基于实际光谱库(Urban)的可视化实验

本实验在实际光谱库1-Urban开展的可视化实

验。根据5.5.1节介绍的实验方法采用四种不同的

算法估计地物“草地”的丰度并进一步提取其一阶梯

度和二阶梯度(图10)。图10(b)是图10(a)的各子图的

一阶梯度。图10(c)是图10(a)的各子图的二阶梯

度。各子图与可视作真值的参考图进行比较得到

如表4所示结果。该图与表4表明：DSpLRU-

FOG算法能保持一阶梯度信息，改善传统稀疏低

秩的丰度矩阵估计的效果；ADSpLRU-FSOG算法

能保持较多的一阶梯度和二阶梯度信息，提高丰

度估计精度。
 

表 4    图10的各子图与相应真值图相似度
Table 4    SRE between estimated data and ground truth data in

Fig. 10

SREs(子图(1),
子图(2))

SREs(子图(1),
子图(3))

SREs(子图(1),
子图(4))

SREs(子图(1),
子图(5))

图10(a) 15.9218 15.9232 22.6432 15.9148

图10(b) 14.5783 14.5892 18.4688 14.5830

图10(c) 14.2584 14.2779 17.6564 14.2724

 

总之，上述两个可视化实验说明：在梯度信

息较丰富的情况下，ADSpLRU-FSOG算法能够保

持数据的一阶梯度和二阶梯度结构，改善丰度的

估计效果。分析其原因是：CHyDU算法通过字典

学习实现去噪，ADSpLRU通过稀疏低秩实现去

噪，这种去噪过程都会模糊图像边缘，而ADSpLRU-
FOG算法和ADSpLRU-FSOG算法通过增加梯度约

束的方法，在去噪的同时尽量减弱去噪给图像边

缘模糊带来的影响。使得丰度估计效果较好。 
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图 10    不同算法估计“草地”丰度(Urban库)
Fig. 10    Toy experiments (Urban)

 

5.5    实际高光谱图像的实验

本节对实际高光谱数据1(Urban库)和实际高光

谱数据2(Jasper Ridge库)开展丰度估计实验。比较

AD S p L R U - F S O G算法与AD S p L R U算法

(Giampouras 等，2016)，ADSpLRU-FOG算法(袁静

等，2018)和CHyDU算法(Yang J，2016)的丰度估

计效果。同时，为了评价ADSpLRU-FSOG算法，

在实际光谱实验中增加了融合二阶梯度的交替方

向稀疏低秩解混算法ADSpLRU-SOG(Alternating
Direction Sparse and Low-Rank UnMixi-ng With
Second-Order Gradient)。该算法是ADSpLRU-
FSOG算法的特例，仅考虑了二阶梯度信息，未关

注一阶梯度信息。

5.5.1    实际光谱数据1- Urban

针对实际光谱数据1的实验过程如下：将其划

分为若干个3×3的子区域，分别采用ADSpLRU-
FSOG算法、ADSpLRU-FOG算法和ADSpLRU-
SOG算法估计每个子区域的丰度；而CHyDU算

法，是全局算法，通过对整个光谱数据1进行估计

得到其丰度。最后，与Zhu(2014)提供的参考丰度

进行对比。其参数设置如表2所示。丰度估计结果

如表5所示。表中的总SRE直接通过式(34)计算得

到。丰度估计效果如图11，图12所示。每行的第1
列是(Zhu等，2014b)提供的Urban数据的参考丰度。

 

表 5    基于Urban光谱图像库的丰度矩阵估计效果
Table 5    SRE for different estimated Abundance on Urban

端元
算法

ADSpLRU ADSpLRU-FOG ADSpLRU-SOG ADSpLRU-FSOG CHyDU

SREs-泥土 12.3550 12.3630 12.1184 12.1484 12.2927
SREs-金属 8.5381 8.5206 2.7131 2.7431 8.6976
SREs-屋顶 13.7000 13.6967 3.2755 3.2755 13.6693
SREs-树 14.4755 14.4853 13.7234 13.8234 14.4735
SREs-草地 15.9218 15.9232 22.6132 22.6432 15.9148

SREs-柏油马路 13.4621 13.5224 13.1193 13.1493 13.8140
SRE 15.1106 15.1214 16.2549 17.1970 15.1152

　注: 斜体表示丰度估计效果最佳的数据。
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图 11    针对实际光谱库1的地物“泥土”、“金属”和“屋顶”的丰度估计效果

Fig. 11    Estimated abundance map for component dirt and metal and roof in Real Hyperspectral Image 1
 
 

图 12    针对实际光谱库1中地物“树”、“草地”和“柏油马路”的丰度估计

Fig. 12    Estimated abundance map for component tree and grass and asphalt in Real Hyperspectral Image 1
 

通过表5和图12(b)可见：ADSpLRU-FSOG算

法估计地物“草地”的丰度的精度优于其他算法。从

图12(b)可见该图内部含有丰富的梯度信息。从图11(b),

图11(c)中发现该区域的地物“金属”和“屋顶”的丰度

较少，且梯度变化极小。因此，ADSpLRU-FSOG

算法对这种地物的估计效果与其他算法相比较

差，究其原因是这些地物的梯度变化信息较少，

容易将噪声视作梯度信息保留下来。总之，在该
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实验数据上ADSpLRU-FSOG算法对丰度存在明显

梯度变化的地物进行丰度估计，效果较好。

5.5.2    实际光谱数据2- Jasper Ridge

针对实际光谱数据2，采用5.5.1节的实验方法

进行丰度估计实验(表6)。图13给出四种不同地物

丰度的可视化估计结果。ADSpLRU-FSOG算法与

ADSpLRU-FOG算法的丰度估计效果可视化效果不

够明显，为了突出差异，部分差异用椭圆形已经

圈出。通过表6和图13可见：ADSpLRU-FSOG算法

在地物“树木”和“水”的丰度估计较好。ADSpLRU-
FOG算法在地物“土壤”和“道路”的丰度估计效果该

库上的丰度估计的总体效果较好于其他算法。其

中ADSpLRU-FSOG算法估计土壤和道路的丰度中

叠加了若干噪声。分析其原因：CHyDU(Yang等，

2016)算法和ADSpLRU算法 (Giampouras  等，

2016)均存在去噪能力，容易滤除其内部梯度信

息，易模糊该端元丰度图的边缘。ADSpLRU-
FOG算法(袁静 等，2018)，ADSpLRU-SOG算法，

ADSpLRU-FSOG算法通过梯度信息弱化了去噪带

来的边缘模糊的情况。ADSpLRU-FSOG算法通过

增加一阶梯度约束和二阶梯度约束进一步强化局

部细节，能够提高丰度估计精度，但容易带来额

外的噪声。
 

表 6    基于Jasper Ridge光谱图像库的丰度矩阵估计效果
Table 6    SRE For different estimated abundance on Jasper Ridge

端元
算法

ADSpLRU ADSpLRU-FOG ADSpLRU-SOG ADSpLRU-FSOG CHyDU

SREs-树 18.5032 18.5062 19.1972 19.1981 18.5046
SREs-水 18.3662 18.3720 20.9012 20.9021 18.3771
SREs-土壤 20.6450 20.6481 19.9209 19.9198 20.6457
SREs-路 17.2642 17.2723 15.4373 16.4385 17.2207
SRE 18.6509 18.6602 20.2815 20.2983 18.6699

　注: 黑斜体表示丰度估计效果最佳的数据。

 
 

图 13    针对实际光谱库2的丰度估计效果

Fig. 13    Estimated abundance map for different component in Real Hyperspectral Image 2
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6    结　论

本文首先从数学理论上证明了将一阶梯度差

异和二阶梯度差异项添加到带约束的线性回归模

型中是有效的。其次利用该信息改进稀疏低秩丰

度估计算法模型，推导出采用sylvester方程求解新

模型的方法。通过实验证明了当光谱数据空间维

的梯度信息较丰富时，融合数据内部变化信息差

异的丰度估计能够改进收敛效果，保持一阶梯度

和二阶梯度信息，较好地提高丰度估计的精度，

改善抗噪性能。但当梯度信息太少时，容易受到

噪声干扰。如何改善该情况将是下一步研究的主

要内容。同时，按照同样的思路，三阶梯度以及

更高阶梯度信息的加入给稀疏低秩丰度矩阵估计

带来的影响将是未来研究的主要方向之一。

志  谢    本研究部分实验和数据得到希腊国

家天文台的空间应用与遥感研究所(IAASARS)的

Paris V.Giampouras的帮助和指导。
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Sparse and low-rank abundance estimation with internal variability
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Abstract: Abundance estimation (AE) plays an important role in the processing and analysis of hyperspectral images. Constrained linear re-
gression is usually developed to estimate abundance matrix due to its simplicity and mathematical tractability. However, this approach only
focuses on the fitness between the estimated and ground-truth data without considering the internal variability such as the similarity among
the first-order gradients and among the second-order gradients. To improve the accuracy of the AE, a novel method of adding internal vari-
ability to sparse low-rank AE was proposed.
        First, first- and second-order gradient constraint terms were used to modify the traditional mathematical model of sparse and low-rank
AE. Second, norm inequality and optimization theory were applied to demonstrate the validity of the novel model. The model has been
proven applicable to other related fields under constraint conditions. Third, auxiliary variables were utilized to transform the mathematic
model to the enhanced Lagrange function (ELF). Finally, the ELF was solved by the alternating direction method of multipliers to estimate
the abundance of hyperspectral images. In general, the traditional method of sparse and low-rank AE is the alternating direction sparse and
low-rank unmixing (ADSpLRU). In this study, ADSpLRU-FOG refers to the method that adds the first-order gradient to the sparse and low-
rank AE, whereas ADSpLRU-FSOG refers to the method that adds first- and second-order gradients to the sparse and low-rank AE.
        Experiment carried on the USUG library showed that, (1) in the convergent experiment, ADSpLRU-FOG and ADSpLRU-FSOG al-
gorithms converged to a slightly lower NMSE than ADSpLRU. ADSpLRU-FSOG algorithm converged to the lowest NMSE among the
three methods. (2) In the robust experiment, ADSpLRU-FOG and ADSpLRU-FSOG algorithms reached higher estimation accuracy than
ADSpLRU in terms of SRE under white and colored noises. Among them, ADSpLRU-FSOG achieved remarkably higher SRE value than
the other methods. (3) In the visual experiment, ADSpLRU-FOG algorithm could maintain the first-order gradient structure of the data more
than ADSpLRU. Meanwhile, the ADSpLRU-FSOG algorithm could preserve the second-order gradient structure of the data better than AD-
SpLRU-FOG and ADSpLRU algorithms. Experiment based on the Urban and Jasper actual hyperspectral database showed that the accuracy
of abundance matrix estimation from ADSpLRU-FSOG was better than those from ADSpLRU and ADSpLRU-FOG.
        Experimental results suggest that the novel method of adding the internal variability to the abundance matrix estimation can improve
convergent behavior, maintain the structure of information of first-order and second-order gradients, obtain comparable estimation accuracy,
and enhance robust performance for AE.
Key words: abundance estimation, CLR, internal variability, sparse and low-rank, ADMM
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